Hessen — Leistungskurs Mathematik
2019 — B1: Analysis (WTR)

1.1

Eine Flasche Wasser wird in einem Kiihlschrank auf 8 °C abgekiihlt. An einem Sommer-
tag wird diese entnommen und in ein Zimmer mit 30 °C Raumtemperatur gestellt. 10 Mi-
nuten spéter hat sich das Wasser bereits auf 21,9 °C erwéirmt. Im Modell wird davon aus-
gegangen, dass sich die Raumtemperatur nicht verdndert.

Der Temperaturverlauf der Erwdrmung des Wassers kann durch die Funktion w be-
schrieben werden mit:

w(t)=Tgr —(Tg = Ty)- ekt

Dabei bedeutet:

t  Zeit in Minuten nach Entnahme aus dem Kiihlschrank
w(t) Temperatur des Wassers in °C zum Zeitpunkt t

Ty Temperatur des Wassers in °C zum Zeitpunkt t=0
Tr Raumtemperatur in °C

Nennen Sie die Werte fiir die Parameter T und T.
Ermitteln Sie auf vier Nachkommastellen gerundet den Wert fiir den Parameter k und ge-
ben Sie die zugehorige Funktionsgleichung w(t) an.
[zur Kontrolle: k=0,1] (4 BE)

Verwenden Sie im Folgenden die Funktionsgleichung w(t) =30 —22-¢-0:It,

12

1.3

14

1.5

1.6

2.1

Berechnen Sie, um wieviel Prozent die Temperatur des Wassers in den ersten 10 Minuten

nach Entnahme aus dem Kiihlschrank zunimmt. (2BE)
10

Berechnen Sie den Wert des Terms %- w(t) dt und deuten Sie das Ergebnis im Sach-

zusammenhang. 0 (4 BE)

Begriinden Sie mithilfe des Funktionsterms, dass gilt: lim w(t) =30
t— oo
Erldutern Sie diesen Grenzwert im Sachzusammenhang. (3 BE)

Berechnen Sie, mit welcher Geschwindigkeit sich das Wasser zum Zeitpunkt der Ent-
nahme aus dem Kiihlschrank erwirmt, und berechnen Sie, wann sich diese Erwdrmungs-
geschwindigkeit halbiert hat.

Zeigen Sie, dass gemiB der Modellierung durch die Funktion w die Erwidrmungs-
geschwindigkeit im Zeitverlauf abnimmt, jedoch nie null wird. (9 BE)

Eine Funktion f beschreibt ein begrenztes Wachstum, wenn die Wachstumsgeschwindig-
keit proportional zur Differenz aus der Sattigungsgrenze S und dem aktuellen Bestand ist,
d.h., wenn f'(t)=k - (S—1(1)) gilt.

Zeigen Sie unter Verwendung des Kontrollergebnisses fiir k aus Aufgabe 1.1, dass die
Funktion w ein begrenztes Wachstum beschreibt.

Deuten Sie den Wert fiir k im Sachzusammenhang. (4 BE)

Gegeben ist die Funktionenschar f,, mit f,(x)=(x+1)n- eX, wobeine N und n>1 gilt.
Im Material sind zwei ausgewéhlte Graphen der Schar abgebildet.

Zeigen Sie, dass alle Graphen der Schar dieselbe Nullstelle und denselben y-Achsenab-
schnitt besitzen, und geben Sie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen an. (3 BE)
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2.2 Die Graphen von f,, ndhern sich fiir x — —eo der x-Achse an.
Begriinden Sie dieses Verhalten anhand des Funktionsterms.

Die beiden im Material abgebildeten Graphen unterscheiden sich bei der Annéherung an
die x-Achse.
Erklédren Sie diesen Unterschied anhand des Funktionsterms. (5BE)

2.3 Ermitteln Sie die Gleichung der Ableitungsfunktion f} und zeigen Sie, dass gilt:
fax)=x+1+n)-f,_1(x) (4 BE)

24 Berechnen Sie die moglichen Extremstellen von f,,. Die Untersuchung der notwendigen
Bedingung ist hierbei ausreichend.

Geben Sie die Skalierung der Achsen im Material an.
Bestimmen Sie fiir die beiden Graphen I und II im Material die zugehorigen Werte des
Parameters n. (6 BE)

2.5 Ander Stelle x=-1 besitzen die Graphen der Funktionenschar f,, fiir gerade Werte von n
einen Extrempunkt und fiir ungerade Werte von n einen Sattelpunkt.
Begriinden Sie diese Aussage. (6 BE)

Material
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Hinweise und Tipps

Teilaufgabe 1.1

Bestimmen Sie die Parameterwerte Tg und T() aus dem Text und setzen Sie diese Werte in die
Funktionsgleichung ein.

Teilaufgabe 1.2
Verwenden Sie die Prozentrechnung und den Dreisatz.

Teilaufgabe 1.3
Es geht um ein Flidchenintegral bzw. einen Mittelwert (arithmetisches Mittel).

Teilaufgabe 1.4
Nutzen Sie die Grenzwertsétze und Eigenschaften von e-Funktionen fiir t — eo.

Teilaufgabe 1.5
Die Geschwindigkeitsfunktion ist die 1. Ableitungsfunktion.
Auch hier benétigen Sie Eigenschaften von e-Funktionen fiir t — oo,

Teilaufgabe 1.6
Berechnen Sie die rechte Seite der Differenzialgleichung mit der Funktion w anstelle von f.

Teilaufgabe 2.1
Eine Bedingungsgleichung fiir die Existenz von Nullstellen lautet f(x)=0.
Eine Bedingungsgleichung fiir Schnittpunkte mit der y-Achse ist x=0.

Teilaufgabe 2.2

Es liegt ein Produktterm vor. Daher gilt es, die Grenzwertbetrachtung fiir die jeweiligen
Faktorenterme zunéchst getrennt vorzunehmen.

Teilaufgabe 2.3
Wenden Sie die Ableitungsregeln an und verwenden Sie die Gleichheit zn=z!-zn-1.

Teilaufgabe 2.4
Es gilt, die notwendige Bedingung fiir die Existenz von Extremstellen anzuwenden.

Mit den Resultaten und den Informationen des Materials konnen die Fragen nach der Skalie-
rung und dem Parameterwert n beantwortet werden.

Teilaufgabe 2.5
Die Losungsidee folgt dem Modell des Vorzeichenwechsels der Steigung.
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Losung

1.1 Es sind die Parameter Ty und Ty in der Funktionsgleichung w(t) = T — (Tg —T;)-e 7t
zu bestimmen.

Ty ist der Anfangswert der Wassertemperatur zu Beginn der Messung des Temperatur-
verlaufs: Tp=8 °C
Ty ist die Raumtemperatur, die im Verlauf der Messung konstant bleibt: Tg =30 °C

Die Funktionsgleichung von w(t) enthédlt neben den beiden, schon bestimmten, Parame-
tern Tg und T auch noch den Parameter k. Fiir seine Berechnung bedarf es noch einer
zusitzlichen Angabe. Dies erfolgt mit der Information:

Nach 10 Minuten gilt w(10)=21,9 °C.

Fiir die Berechnung von k ergibt sich damit folgende Gleichung:
21,9=30-(30-8)-ek10
21,9=30-22-¢710°k
—-8,1=-22.¢710°k

81 _ 10k
22
1n(8’]j=—10-k
22
k =0,0999

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet:
w(t) =30—122.¢700999-t

1.2 Ansatz zur Prozentrechnung:
w(10)-w(0) x

w(0) 100
13,9 _ X

8 100
1,7375=——
100

x =174

Die Temperatur des Wassers nimmt in den ersten 10 Minuten, nachdem das Wasser aus
dem Kiihlschrank entnommen wurde, um ca. 174 % zu.

10
1.3 Das Integral % . I w (t) dt beschreibt das arithmetische Mittel der Temperatur im Inter-

0
vall [0; 10] (das Integral ,,summiert™ alle Temperaturwerte und dieser Wert wird dann
durch die ,,Anzahl“ der Messwerte (10) geteilt).

10
1 1 10 1
—- | 30220ty dt =—| 30t +220-e~ 01t | "=—.(300+220 -1 —220
10 El;( ) 10 [ ]0 10 ( )

=16,09

In den ersten 10 Minuten, nachdem das Wasser aus dem Kiihlschrank entnommen wurde,
betrigt die durchschnittliche Wassertemperatur etwa 16,1 °C.
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